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4

Le PPA stochastique sous contraintes explicites

Comme au §3, on se donne un espace de probabilité (§2, A,P) et une va-
riable aléatoire W a valeurs dans l’espace W muni de sa tribu 'W. On se
donne un espace de Hilbert U ainsi qu’une partie non vide U?? de U, et une
fonction j définie sur U x W & valeurs dans R. On note J l’espérance de j
(supposée intégrable pour tout u € U>d) :

J(u) =E (j(u,W)) .

Pour exprimer les contraintes, on se donne un nouvel espace de Hilbert V, un
cone C inclus dans cet espace et une application @ définie sur U a valeurs
dans V. On s’intéresse alors au probléme suivant :

min J(u) sous la contrainte O(u) € —C. (4.1)
ueUad
Remarque 4.1. On s’intéresse ainsi au cas ou le critéere J s’exprime comme
I’espérance d’une fonction aléatoire, alors que la contrainte @ est prise sous
forme déterministe uniquement. On présentera au §5 une extension du gra-
dient stochastique au cas ou la fonction @ est ’espérance d’une fonction
aléatoire 6 définie sur UxW a valeurs dans V (voir ( ).

4.1 Rappels du cas déterministe

Notant C* le céne dual ' de C, le Lagrangien L du probléme (4.1), défini
sur U2 x C* & valeurs réelles, est donné par :

L(u,p) = J(u) + (p,O(u)) .

Sous les conditions classiques de convexité, de continuité et de qualification des
contraintes, la résolution de (4.1) se fait en maxi-minimisant le Lagrangien.

1. On se reportera a 'annexe du §A pour toutes les notions relatives a la théorie
de la dualité. On rappelle que le céne (positif) dual du céne C' est défini par :
Ccr = {p €V, tel que (p,v) >0 Yv € C’}.
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4.1.1 Algorithmes d’Uzawa et d’Arrow-Hurwicz

La maniere la plus classique d’effectuer la maxi-minimisation est de mettre
en ceuvre algorithme d’ Uzawa, qui, a chaque itération, consiste a alterner une
étape de minimisation complete du Lagrangien en u et une étape de type pas
de gradient pour la maximisation en p. La k-éme itération de l'algorithme
d’Uzawa consiste donc, connaissant le couple (u(k),p(k)), a calculer :

w1 ¢ argmin J(u) + <p(k) ,9(u)> ) (4.2a)
uEUad
p* Y = proje. (p*) + pO(u)) (4.2b)

Une autre fagon de procéder, connue sous le nom d’algorithme de Arrow-
Hurwicz, consiste a chaque itération a alterner un pas de gradient pour la mi-
nimisation en u et un pas de gradient pour la maximisation en p. Une itération
de Valgorithme d’Arrow-Hurwicz revient, connaissant le couple (u(k), p(k)), a
calculer :

uF Y = projraa (u(k) - e(VJ(u(k)) + (Ql(u(k)))T 'p(k))) ’ (43a)
P+ = proje. (p(k) +p OtV . (4.3b)

4.1.2 Principe du Probléeme Auxiliaire

La généralisation de la décomposition par les prix par le Principe du
Probleme Auxiliaire a été présentée au §B.2. Elle consiste a choisir une fonc-
tion K définie sur ’espace U a valeurs dans R, et & remplacer la résolution du
probléme (4.1) par la résolution d’une suite de problémes auxiliaires indexés
par k. Le k-éme probleme auxiliaire comporte deux étapes, I'une de minimi-
sation en u et l'autre de maximisation en p. La résolution de ce probleme
auxiliaire constitue la k-éme itération de ’algorithme du PPA qui s’écrit :

u* Y € arg min K (u) + <eVJ(u(k)) — VK (u®) ,u)
weUad
£ ep® O W) ), (4da)
P = proje. (p® + p O(u*)) . (4.4b)

Remarque 4.2. Dans la phase de minimisation en u de cet algorithme, on peut
remplacer I’approximation du premier ordre <p(k) L0 (ulk)) u> par le terme (a
priori non linéaire) <p(k) ,6(u)>7 ce qui conduit & une étape de minimisation
en u de la forme :

u* Y ¢ arg min K (u) + <eVJ(u(k)) — VK (u®) ,u)

ueyad

+e(p™ 0(u)) . (4.4c)
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On a vu au §B.2 que l'application du PPA dans ce cadre permettait,
d’une part de retrouver les algorithmes d’Uzawa (probleme (4.4c) avec les
choix K (u) = J(u) et € = 1), et d’Arrow-Hurwicz (probleme (4.4a) avec le
choix K (u) = ||ul|?/2), et d’autre part de décomposer I’étape de minimisation
en u de chaque probleme auxiliaire en choisissant un noyau K additif par
rapport a la décomposition de I'espace U.

4.2 Extension stochastique de l’algorithme d’Uzawa ?

Une premiere tentative pour appliquer 1'idée du gradient stochastique
au probleme (4.1) est, dans le cadre de lalgorithme d’Uzawa, de remplacer
dans (4.2) la valeur J(u) par la valeur j(u,w* 1), ott w**+1) est un tirage de
la variable aléatoire W. Cette maniere de faire conduit a ’algorithme suivant.

Algorithme 4.3. (Algorithme d’Uzawa stochastique)
1. Choisir un couple de points initiaux (u(o),p(o)) € U2 x C*, ainsi qu'une
suite {p(k)}keN de réels positifs.
2. A Tl'itération k, effectuer un tirage w**t1 de la variable aléatoire W .

3. Calculer u**V € argmin j(u, w* D) + (p*)  O(u)).
uelUad

4. Calculer p**1) = proje. (p(k) + pk) @(u(k“))).
5. Incrémenter 'indice k de 1 et retourner a 1’étape 2.

Plutot que de mener ’étude théorique de convergence de cet algorithme,
on va montrer sur un exemple simple que ’algorithme proposé ne permet pas
d’obtenir la solution du probléeme de départ. On s’appuiera pour cela sur le
résultat ( , , Theorem 2.3.1) qui, dans le cadre de l’ap-
proximation stochastique étudié au §2.4, établit les liens entre la convergence
de I’algorithme :

U+ — ) 4 (®) (h(U(k)) 4 €<k+1>) , (4.5)
et le comportement asymptotique de ’équation différentielle ordinaire :
U= h(u) . (4.6)

Plus précisément, on utilisera le théoréme suivant ( ,
, Chapter 2, Theorem 7).

Théoréme 4.4. Soit {U(k)}keN la suite générée par Ualgorithme (4.5). On

suppose qu’il existe un point ut € U tel que :

P( lim U® =uf) >0.

k——+oo

Alors, le point u® est un point d’équilibre stable de ’équation différentielle
ordinaire (4.6).
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En d’autres termes, ce résultat indique qu’un algorithme de type (4.5) ne peut
converger (s’il converge. ..) que vers un point d’équilibre stable de 1’équation
différentielle ordinaire associée.

Contre-exemple.

On consideére le probleme défini de la maniére suivante.

~U=R%2et U =T.

— V=R et C ={0} (contrainte égalité).

- W= R4 et w= (al,ag,bl,bg).

- ](’LL,’LU) = %(a1u12 + a2u22) + (b1u1 + b2u2).

- @(u) = O1uq + Ous.
On suppose que les variables aléatoires A;, A,, B, et B, sont intégrables,
que A, et A, sont strictement positives, et que 6; et §; sont des constantes
réelles non nulles. Le probleme a résoudre est :

IILIel]lR%E (ji(u, W)) sous O(u)=0.

1. Résolution du probleme déterministe.
Il n’y a aucune difficulté sur ce probleme a calculer les espérances et
résoudre le probleme déterministe associé. Notant (uti7 ug) la solution pri-
male et p? le multiplicateur optimal associé & la contrainte, les conditions
d’optimalité du probleme s’écrivent :
E(A,)u +E (B,) + 0, = 0.
E (A,) ul +E (B,) +62p* =0,
91U1 + 92’&2 =0.

On en déduit que la valeur du multiplicateur optimale est :

E(B) ,E(B)

1

pﬁ _ E Sg?l) IE%(AQ) (4.7)
E(4,)  E(4,)

2. Mise en ceuvre de l'algorithme d’Uzawa stochastique.
La k-éme itération de l'algorithme 4.3 revient a résoudre le systeme :

agk+1)ugk+1) n bngrl) 4 91p(k) —0,
aékJrl)uékJrl) + békJrl) + 92p(k) -0,

et & mettre & jour la valeur p*t1) du multiplicateur par la relation :

P = ) 1 o0 (5,0l 4 gy
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Les deux premieres relations permettent de calculer ugkﬂ) et ung) en
fonction de p*). Reportant ces valeurs dans la troisieme relation, on en
déduit I’équation de récurrence stochastique décrivant 1’évolution du mul-

tiplicateur au cours des itérations :

0;
k+1
A§+)

2
p+1) — p(k) _p(k)(( n 05 )P(k)_

Angrl)

k+1 k+1
(01B£ i +92B£ . )))
A§k+1) AékJrl)

Utilisant le théoreme 4.4, on sait que cette équation de récurrence stochas-
tique ne peut converger (si elle converge...) que vers 'unique point p*
d’équilibre stable de I’équation différentielle ordinaire associée, a savoir :
B B
0LE =1 + 6 =2
t_ Al A2 4.8
DT == 92 92 . ( . )
L 2
E(A4,) E(4,)

Si 'on compare alors les relations (4.7) et (4.8), on constate que,dés que
les variables aléatoires A, et B, ne sont pas indépendantes, on peut avoir

E (%) £ Egiig, et donc pf # p*.

Conclusion.

Cet exemple montre que, méme si l’algorithme 4.3 converge (ce que 1'on
n’a pas cherché a prouver...), il ne fournit de toute fagon pas toujours la
solution du probléme initial. L’exemple choisi (linéaire-quadratique) est suffi-
samment simple et générique pour pouvoir exclure I'algorithme de la panoplie
permettant de résoudre des problemes de type (4.1), et donc pour tirer la
conclusion suivante.

L’algorithme d’Uzawa ne peut pas étre étendu au cas stochastique.

Si 'on compare l'algorithme de gradient stochastique standard a cette tenta-
tive d’extension de ’algorithme d’Uzawa au cadre stochastique, on constate
que 'on a tenté de remplacer une évaluation de J par une évaluation de 7,
alors que le gradient stochastique consiste a remplacer une évaluation du gra-
dient de J par une évaluation du gradient de j, et qu'on a donc utilisé des
approximations différentes. De plus, alors que litérée u(F+1) de I’algorithme
de gradient stochastique differe de u*) par une formule faisant intervenir un
pas €(¥) tendant vers zéro, l'itérée u**t1) de I'algorithme d’Uzawa résulte d’une
minimisation ne dépendant pas directement de u*) et basée sur un tirage de
I’aléa indépendant des tirages précédents. Contrairement au cas du gradient
stochastique, il n’y a donc aucun effet de moyenne dans 'extension d’Uzawa,
d’ou I’échec.
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4.3 Extension stochastique de l’algorithme issu du PPA

L’extension stochastique de l'algorithme issu du principe du probleme
auxiliaire consiste & remplacer dans les relations (4.4) le gradient V.J(u(®)
(correspondant & une espérance portant sur la variable aléatoire W) par le
terme V,j(u® w®+1) (correspondant & un tirage de la variable W); on
substitue alors a la résolution du probleme (4.1) la résolution de la suite de
probléemes auxiliaires :

u* Y € arg min K (u) + <e(k)Vuj(u(k),w(k+1)) — VK (u®) ,u)
ueyad
+ ) <p(k) ,9(u)> , (4.9a)
p*F = proje. (p(k) + ) @(u(k+1))) } (4.9b)

Remarque 4.5. Comme dans le cas déterministe, il est possible de rempla-
cer dans la phase de minimisation en u le terme <p(k) ,@(u)> par son ap-
proximation linéaire (p*) 0’ (u™)u). L'étape de minimisation en u dans le
probléme (4.9) s’écrirait alors :
u* Y € arg min K (u) + <6(k)Vuj(u(k),w(k+1)) — VK (u™) ,u)
ueUad
+e® PP 0" (M) u) . (4.9¢)
On propose alors 'algorithme suivant comme extension de l’algorithme
issu du PPA au cadre stochastique sous contrainte déterministe.
Algorithme 4.6. (Décomposition par les prix et PPA stochastique)
1. Choisir (u(o),p(o)) € U x C*, et une suite {e(k)}keN de réels positifs.
2. A Tl'itération k, effectuer un tirage w**1 de la variable aléatoire W .
3. Calculer u**+1) solution du probleme auxiliaire (4.9a).
4. Calculer p**1) par la formule de mise & jour (4.9b).
5. Incrémenter l'indice k& de 1 et retourner a I’étape 2.
On fait sur cet algorithme les commentaires suivants.
~ Avec le choix de noyau K(u) = [u]®/2, et utilisant la forme (4.9¢)

linéarisée en O, la minimisation en u dans le probleme auxiliaire (4.9)
se met sous la forme :

o1 2 k k .o (k k+1 k B\ T (k
min o [Jul” = (u) = DV, ) — (OO W) p® ),

dont la solution u*t1) se calcule explicitement :
. . T
w1 — Projgrad (u(k) _ e(k)Vu](u(k)7w(k+1)) — ) (@'(u(k))) p(k)) ;

et correspond exactement a un pas de ’extension < naturelle > au cas
stochastique de l'algorithme d’Arrow-Hurwicz déterministe (comparer
avec les relations (4.3)).
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— Cet algorithme ne peut jamais correspondre a celui d’Uzawa car, comme
on le verra par la suite, les pas e*) doivent tendre vers 0 de telle sorte que
prendre un pas constant (égal & 1) comme dans l’algorithme d’Uzawa
n’est pas envisageable.

On regarde enfin les propriétés de décomposition de cet algorithme. Utilisant
toujours la forme linéarisée en © dans (4.9), supposant que l'espace U et
I’ensemble admissible U2 se mettent sous forme de produits cartésiens Uy x

.x Uy et U2 x ... x U, avec pour tout i l'inclusion U2d C U;, et en
choisissant le noyau K sous forme additive par rapport & cette décomposition :

N
K(u) = ZKi(Ui> , avec u; € U,
=1

I’étape de minimisation en u s’écrit :

N
min Z (Kl(uz) + <€(k)vutj(u(k), w(k+1)) — VKl(ugk)) ’ui>

(u1,..un )€U P
+ (0, @) P )

qui se décompose en N sous-problemes indépendants dont la i-eme instance
s
s’écrit :

min K (u;) + <€(k)Vuij(u(k),w(k+l)) _ VKi(ugk)) ,Ui>

uieU?d
+ f(k)<(92i (u<k)))Tp<k> Jui)

Remarque 4.7. Dans le cas ou la fonction © est aussi additive par rapport a
la décomposition de I'espace :

N
O(u) = 292(%) , avec u; € U; ,

i=1

le produit scalaire <(97'J (u(k)))Tp(k) ,u,—> apparaissant dans le i-eme sous-
probléme peut étre remplacé par le terme (p*) | ©;(w;)).

On va dans le paragraphe suivant donner un résultat de convergence de cet
algorithme dans le cas o1 le Lagrangien du probleme déterministe est stable?.
On donnera ensuite un résultat adapté au cas ou la fonction J est fortement
conveze, ce qui permettra d’utiliser des <« grands pas > dans 1’étape de remise
a jour du multiplicateur. On s’intéressera enfin au cas ou la fonction J est sim-
plement conveze, pour lequel on donnera un algorithme basé sur I'utilisation
du Lagrangien augmenté.

2. Voir le commentaire A.2.2 page 113 pour la notion de stabilité du Lagrangien.
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4.4 Théoreme de convergence

Pour étudier la convergence de 'algorithme 4.6, on le formule en terme
de variables aléatoires. Pour cela, on considere un échantillon {W )}, oy de
taille infinie de la variable aléatoire W, et les étapes 3 et 4 de 'algorithme 4.6
prennent la forme :

min, K (u) + (v, jU® wED) —vEU®) W)
uelU

+ (P Ou)), (4.10a)
PHHY — proje. (p(k) 1) Q(U(’““))) _ (4.10b)

Il est sous-entendu que la minimisation dans (4.10a) ainsi que la projection
dans (4.10b) sont effectuées w par w. Le résultat de la minimisation (4.10a)
dépend de w et est noté U+,

On se place dans le cas ol le Lagrangien du probléme (4.1) est stable.
La question de la convergence de l'algorithme 4.6 est réglée par le résultat
suivant.

Théoréeme 4.8.
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifices.

1. U est une partie convexe fermée non vide d’un Uespace de Hilbert U, et
C est un céne convexe fermé saillant® d’un autre espace de Hilbert V.

2. La fonction j : Ux W — R est une intégrande normale, et l’espérance de
j(u, W) eziste pour tout u € U9,

3. Pour tout w € W, la fonction j(-,w) : U — R est propre, convexe, semi-
continue inférieurement, et est différentiable sur un sous-ensemble ouvert
contenant U et son gradient partiel par rapport a u est noté V,j(u, w).

4. La fonction j(-,w) est a gradient linéairement borné (GLB), uniformément
enw :

Jer >0, ez >0, Vw €W, Yu € UM | || Voj(u,w)| < cp|Jul +co .

. La fonction J est Lipschitzienne, coercive sur ’ensemble U3,
. La fonction © est C-convexe, Lipschitzienne de rapport Leg.

. Les contraintes sont qualifiées et le Lagrangien L est stable.

S RN D O

. La fonction K est propre, fortement convexe de module b, semi-continue
inférieurement, et est différentiable sur un sous-ensemble ouvert conte-
nant U4,

9. La suite {e(k)}keN est une o-suite.

On a alors les conclusions suivantes.

3. ce qui signifie que C N —C = {0}
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1. Le probléme (4.1) admet un ensemble de points selle Ut x P¥ non vide.

2. Le probléme (4.10a) admet une solution U*+Y) unique.

3. Pour tout p* € P, la suite de variables aléatoires {L(U(k),pﬁ)}]~CEN
converge presque strement vers L(uf, pt), avec uf € U*.

4. Les suites {U(k)}keN et {P(k)}keN engendrées par l'algorithme 4.6 sont
bornées presque sturement, et tout point d’accumulation d’une réalisation
de la suite {U(k) }keN appartient a U*, ensemble des solutions du probléme.

Remarque 4.9. L’hypothese de stabilité du Lagrangien n’est en pratique pas
aisée & vérifier. On peut la remplacer par la condition (plus forte) de stricte
convexité de la fonction J. Il faut noter que sans '’hypothese de stabilité, il
y a peu de chances de pouvoir dire quoi que ce soit des limites de la suite de
variables aléatoires {U(k) }keN'

Preuve. La démonstration des 2 premieres conclusions du théoreme découle
des théoremes généraux relatifs a 'optimisation convexe sous contraintes. Le
fait que la solution U*+1) du probleme (4.10a) soit une variable aléatoire, et
donc une fonction mesurable, provient de ce que 'on a supposé que j était
une intégrande normale (voir le théoreme 3.13 de annexe 3.5, ainsi que le
raisonnement fait au début de la preuve du théoréme 3.3). La démonstration
des 2 dernieres conclusions se fait en suivant le déroulement < classique > en
quatre étapes d’un algorithme d’optimisation, a savoir :

1. choix d’une fonction de Lyapunov opérant sur (u(k), p(k)),

2. majoration de sa variation d’une itération de ’algorithme sur 'autre,

3. convergence de ’algorithme, a ’aide d’un argument de type martingale,
4.

analyse des limites des suites permettant de caractériser la solution.
Pour alléger les écritures, on utilisera la notation :
g*) =v,j (u(k)7 w(k+1)) )

Le fait que u**1) soit solution du probléme (4.9a) est caractérisé par la condi-
tion d’optimalité suivante :

Vu e U, (VK (uF) = VK (u®)) 4 e g®) oy — o F+D)
+eP " Ou) —oWr)) > 0. (4.11)

1. Choix de la fonction de Lyapunov. Soit (uf,p*) € U* x P* un point
selle du probléme (4.1). On choisit la fonction de Lyapunov A de la forme :

A(u, p) :K(uﬁ) — K(u) — <VK(u) ,uf —u>+ %Hp—pﬁH2 ,

et ’on note :
Pk = A(u(k),p(k)) )
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De la forte convexité de K et de la définition de A, on déduit que A est
bornée inférieurement et coercive :

2
u® = < T (4.12a)
[P = p[* < 20 (4.12b)

2. Majorations.
a. On majore pour commencer la variation ||u(k+1) — u(k)H. Evaluant la
condition d’optimalité (4.11) au point u = u(*)
<VK(u(k)) _ VK(u(k‘H)) ulh) — u(’f+1)> < <e(k)g(k) ulh) — u(k+1)>
+ 6(k)<p(k) ,Ou®) — @(u(k+1))> )

Utilisant la forte convexité de K, I'inégalité de Schwartz et le caractere
lipschitzien de ©, on obtient :

e = 9 < O g — )
+ Lol - ]
et donc :

e ] < (] + Lo o)

L’hypothese GLB et les majorations (4.12) impliquent l'existence de
constantes c3 et ¢4 telles que :

Hu(ie+1) —u® H < k) (631 /h(k) c4) . (4.13)

b. On majore ensuite la variation Hp(k‘H) — puH . A Taide de la relation
pF = proje. (p* + eWO(uf))*, de la relation (4.9b) donnant pt*+1), et
comme 'opérateur de projection sur C* est contractant, on obtient :

Hp(k+1) — pﬁH < Hp(k) —pf ) (@(u(k+1)) _ @(uﬁ)) H .

Elevant cette inégalité au carré, développant le terme de droite et uti-
lisant le fait que @ est Lipschitzienne, il vient :

55 = I < 59 = 7+ (e 20) D —
+2¢W (pk) — pt oY) —O(uh)) . (4.14)
4. Cette relation, vraie pour tout e® > 0, s’obtient en écrivant la condition d’op-

timalité du probléme de projection sur le cone C* et en constatant que cette condi-
tion est identique & I'inégalité de gauche du point selle associée au probleme (4.1).
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¢. On majore pour finir la variation 1)t —(¥)  Formant cette différence,
utilisant le fait que la fonction K est convexe et que donc K (u®)) —
K (D) + (VK (u®) ,uh+D —y*)) <0, ainsi que la relation (4.14),
on obtient :
YD) (k) < <VK(u(k)) _ VK(u(]Hl)) Jut — u(k+1)>
+ 6(k)<p(k) —pf 7@(u(chrl)) — @(uﬂ)>
)

2
4 (€M Le) Hu(k+1) _ uﬁH? .

Par la condition d’optimalité (4.11) évaluée au point u = u#, on obtient :

PEFD k) < 4 (k) <g(k) uf — u(k+1)>
+ e(k)<pﬁ ,O(u?) — 9(u<k+1))>

(e<k>L@)2

a0 — |
2

Cette derniere inégalité se met sous la forme :

YD k) < (B (g gt B 1 B (pF O (ut) — O(ulh)))
e u® —a®([la®] + Lo 1P
(€M Lo)®

2

Utilisant (4.12), (4.13) et ’hypothése GLB, on en déduit 'existence de
constantes cs, cg et c7 telles que :

) — ]

YD (k) < e(k)<g(k) uf — u(k)> + e <pﬁ ,O(ul) — @(u(k))>
+ (€92 (s ™) + cg + crp D)
Cette derniere relation s’écrit en terme de variables aléatoires :
gt gk < e(k)<G(k) b — U(k)> + e(1€)<pt¢ 7@(uﬁ) _ @(U(k))>
+ (€2 (cs@™® 4 6 + ;@) | (4.15)

On rappelle que W*+D est indépendante des WU pour | < k, et
que U®) et %) sont par construction des variables aléatoires mesurables
par rapport & la tribu F*). On en déduit que :

E<<G(k) ’uﬁ _U(k)> ‘ 3“(76)) — <VJ(U(k)),uﬁ _U(k)> < J(uu) —J(U(k)) ,

la derniere inégalité provenant de la convexité de J. Prenant de part et
d’autre de I'inégalité (4.15) ’espérance conditionnelle par rapport & la
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tribu F*) engendrée par les k variables aléatoires (WM ... W) on
obtient :

E(g,(kﬂ) | (f(k)) —pk) < qOgk) 4 gk 4 ,y(k)]E(gp(kJrl) | 3"(’6))
+ e (LW, pf) — LOW,pF)) , (4.16)

ott al®) | ) et 4(F) sont les termes de trois séries convergentes. Le terme
L(u?,p*) — L(U®), p*) est toujours négatif ou nul (inégalité de droite ca-
ractérisant le point selle (uf, p*) de L).

Analyse de convergence. Une application directe du corollaire 3.6 du
théoreme de Robbins-Siegmund permet de montrer que la suite de va-
riables aléatoires {@(*) I <y converge presque siirement vers une variable
aléatoire ¥*° bornée presque strement, et que 'on a :

+oo
Ze(k) (L(U(k),pﬁ) — L(u*,p%)) < 400, P-pas.. (4.17)
k=0

Limites des suites. Du fait que la suite {!P(k)}keN est bornée presque
stirement, on déduit de (4.12) que les suites {U(k)}keN et {P(k)}keN
bornées presque strement. Par la relation (4.13), il en est de méme pour
la suite {HU(’“‘H) — U(k)H/e(k)}keN. Cette derniere propriété, associée
a la relation (4.17) et au fait que les fonctions J et @ soient Lipschit-
ziennes, permet d’utiliser le lemme 3.7 : on en déduit alors que la suite
{L(U(k),pﬁ)}keN converge presque siirement vers L(uf, p?).

sont

On note alors 2 le sous-ensemble (de mesure nulle) de (2 sur lequel la
suite {W(k) }k N n’est pas bornée, et {21 le sous-ensemble (de mesure nulle
lui aussi) de 2 sur lequel la relation (4.17) n’est pas vérifiée.

Soit w ¢ 2y U 1. La suite des réalisations {u(®}, _ associée & cet
élément w est bornée et chaque u®) appartient & U?d, partie fermée de U.
Par un argument de compacité, on conclut que I'on peut extraire de la
suite {u(k)}keN une sous-suite convergente {u(‘p(’“))}keN. Soit @ la limite
de la suite {u(ds(k))} pen- L@ semi-continuité inférieure du Lagrangien L
fait que 'on a :

L(a, p*) <liminf L(u®®) pf) = L(u¥, p?) .
k——+o0
On en déduit que, presque strement, @ est solution du probleme de mi-

nimisation sur U du Lagrangien L pour p = pf fixé. La stabilité du
Lagrangien implique alors que u € U*.

Pour conclure, on notera que dans le cas ou la fonction J est strictement
convexe, l’ensemble des solutions du probleme (4.1) est un singleton :

Ut = {uf} .
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Le Lagrangien L est alors stable, et toute réalisation de la suite {U®)} o
engendrée par ’algorithme 4.6 a un unique point d’accumulation et converge
donc toute entiere vers uf.

4.5 Cas fortement convexe : utilisation de grands pas

Lorsque la fonction J est fortement convexe, on dispose d’une variante
intéressante de l'algorithme 4.6 car il est alors possible de remettre a jour les
multiplicateurs p*) avec un pas p constant (au lieu de pas ¢%) décroissants
vers zéro), pourvu que 'on soit capable de localiser les multiplicateurs dans
une boule B(0, R) de centre en 0 et de rayon R suffisamment grand pour que
les multiplicateurs optimaux pf se trouvent dans cette boule.

L’intérét de cette variante est que l'utilisation de < grands pas > p permet
une convergence plus rapide des variables duales p(*). L’évolution des variables
primales u(®) se fait toujours quant & elle avec des < petits pas > %) afin de
permettre l'effet de moyenne nécessaire pour obtenir la solution du probléeme
initial. L’algorithme associé a cette variante est le suivant.

Algorithme 4.10. (Algorithme du PPA stochastique a4 grands pas)
1. Choisir u(® € U et p(© € C* N B(0, R), choisir un réel p > 0 et une
suite {e(k)}keN de réels positifs.
2. A Ditération k, effectuer un tirage w* 1 de la variable aléatoire W'.
3. Calculer u**+1 solution du probleme auxiliaire (4.9a).
4. Calculer ptF+1) = PIOjc+nB(0,R) (p™® + p O(ulk+1)).

5. Incrémenter l'indice k& de 1 et retourner a I’étape 2.
La convergence de cet algorithme est précisée par le théoreme suivant.

Théoréme 4.11.
En plus des hypothéses du théoréeme 4.8, on suppose que :
— la fonction J est fortement convexe® de module a,
—la o-suite {e(k)}keN est décroissante,
— le coefficient p est tel que 0 < p < a/L%.
Alors, toute réalisation de la suite {U(k)}keN engendrée par l'algorithme /.10
converge presque sirement vers uf, unique solution du probleme (4.1).

Preuve. La démonstration suivant un démarche tres similaire a celle du
théoreme 4.8, on reprend les éléments de cette preuve en indiquant les
différences qui apparaissent dans le cadre de cette variante.

5. condition qui implique que J est coercive et que L est stable
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1. Choix de la fonction de Lyapunov. Soit (uf,pf) € Uf x P* un point
selle du probléme (4.1). On choisit la fonction de Lyapunov de telle sorte
que :

(k)
p® = K(uf) — K(u®) — (VK (@®) vt —u®)) + 627Hp(k) _pﬁH2

Comme dans le théoreme 4.8, on a la majoration :
2
u® =" < T (4.18)

Par contre, la majoration ||p(k) — pﬁH2 < 2¢®) nest plus valide; c’est
pourquoi il faut imposer dans l'algorithme 4.10 le fait que Hp(k)H soit
majorée par R.

2. Majorations.

a. Afin de majorer la variation Hu(k“‘l) —u® H7 on procede comme dans
la preuve du théoreme 4.8, et on obtient :

bl D —u® < B (g™ + Lo lp™])) -

L’hypothése GLB, la majoration (4.18) et le fait que la norme du mul-
tiplicateur p*) soit majorée par R impliquent I’existence de constantes
positives c3 et ¢4 telles que :

Hu(k+1> _ u(k)H < k) (s Vo ®) +¢4) (4.19)

b. Pour la majoration de la variation Hp(k‘*‘l) —pn‘
arguments que dans le théoreme 4.8, d’ou :

2 . R
, on utilise les mémes

I = p#” < o™ = [ + (p Lo) " [Ju® 1) — ||
+2p (p™ —pt OTT) —O(uf)) .

Multipliant de part et d’autre de cette inégalité par e*) /p, et utilisant
le fait que la suite {e(k)} pen st décroissante, on obtient :

ek ) k 2 F k 2 k) 72 k+1
; [p* D — pf | < 7Hp< V= PP €W pL ulk D) — gt
+ 26(k)<p(k) —pt, 0@ty - @(un)> )

I

c. Enfin, pour la variation (7,/1(’”1) - 1/)(’“)), comme dans la preuve du
théoreme 4.8, on a :
PpFHD (k) < 6(k)<g(k) Jut — u(k)> + <pti ,@(uﬁ) _ @(u(}“))>
) 0 (|g )] + Lo

2
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Utilisant 'hypotheése GLB et la majoration (4.18), et écrivant 'inégalité
en termes de variables aléatoires, on en déduit ’existence de constantes
positives c5 et cg telles que :

gkt gk < 6(k)<G(k) Jut — U(k)> + ) <pli ,O(uf) — @(U(k))>

() (B 4 ) + P LB g 2
2

Prenant de part et d’autre de cette inégalité I'espérance conditionnelle
par rapport & la tribu F*) engendrée par les k variables aléatoires
(WM .. W) et utilisant la forte convexité de la fonction .J,% on
obtient :

E(Q(’H-l) | g(k)) — gk < ((F) (L(uﬁ,pu) _ L(U(k),pﬂ))
€M 2 ) )2 (k) _ 8|2
+7(PL@||U — ¢[]" = af| U™ — | )
+ ()2 (cskp(’f) + 06) :
Grace & la condition p L% < a, on obtient :
E(Q(’ﬁ-l) | g(k)) — k) < (k) (L(uﬁ,pu) _ L(U(k),pﬁ))
e g 9 9
+ (ot i o )
+ ()2 (05!I’(k) + 06) ,
qui s’écrit encore " :
E(q;(kH) | g(k)) —wh) < (k) (L(uﬁ,pu) _ L(U(k),pﬁ))
(eF))2 . 2 . 2
O (oren — e+ i i P)
2
Lyt _pg®)|?
-t — o)

+ (e))? <C5!7(k) + c6> .

6. a savoir J(u*) > JU®) + (G® ,u? —UM) + (a/2)[Ju* —UD||
7. Notant X = U¥HtD —yt et Y = U™ —u!, on utilise les majorations :

Pa(|XIP =Y IPP) =M a(X +Y,X -Y)
< X +Y )P +ad X -y
< (EVIXPP+ (Y2 +a® X - Y7 .
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Utilisant (4.18) et (4.19), on en déduit lexistence de constantes posi-
tives c7, cg et cg telles que :

E(gp(kﬂ) | 3"(19)) — k) < (k) (L(uﬁ,pu) _ L(U(k),pﬁ))
+ (e(k))z(cﬂ'/(k) +cg + 09E(lI/(k+1) | 3"(1“))) .

3. Analyse de convergence. La suite de la démonstration est identique
a celle du théoreme 4.8 : I'application directe du corollaire 3.6 montre la
suite de variables aléatoires {@*)} cy converge presque sirement vers
une variable aléatoire ¥>° bornée presque surement, et on a :

+o00
ST (L™, pf) — L(uf,ph)) < 400, Pps..
k=0

4. Limites des suites. Comme dans le théoreme 4.8, avec de plus la forte
convexité de J et donc l'unicité de la solution uf, on conclut que la suite
{U(k)} kEN engendrée par 'algorithme 4.10 est bornée presque stirement

et converge vers uf.

Remarque 4.12. 11 est clair que la forte convexité de J est nécessaire pour pou-
voir prendre un pas p constant dans I’étape de mise a jour des multiplicateurs,
car sans cette condition, la fonction duale, tout en restant différentiable, ne
serait pas forcément a gradient lipschitzien si bien qu’il faudrait utiliser des
< petits pas > pour les mises & jour de p(¥).

Remarque 4.13. Une légeére modification de la preuve permet de choisir le

< grand pas > p tel que :

0<p< 2
p< — .
Ly

En effet, de la condition p < 2a/L%, on déduit l'existence d'un § > 0, que
lon peut supposer inférieur a 1/2, tel que :

pL% < 2a(1—90) . (4.20)

Utilisant le fait la fonction L(-, p*) est fortement convexe de module a, et que
son unique minimum est atteint au point uf, on obtient que :

L(wf, ) = LOW,ph) < =20 - uf]|*.
Pour tout § € ]0,1/2[, on dispose donc de la majoration :
L, p*) — LU® pf) < — (1 - 26)%”U(k) — |
+ 25(L(uﬁ,pﬂ) — L(U(k),pﬁ)) .
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L’utilisation de cette majoration dans I'inégalité suivante, obtenue a ’étape 2.c
de la preuve :

E(@t+D | 50) —@®) < (@) (L, ph) — LW, pf))
+ S (p LU - ol o)
(O () 1)
et la relation (4.20) conduisent alors 4 :
E(@+D) | 50 - @ ®) < 25¢0 (Lt ph) — LOU®  ph)
+e®a(1 - 6) (HU(k+1) _ uﬁH? —lu® - uﬂH2)
(2 (e 4 )

La suite de la preuve est inchangée.

4.6 Cas simplement convexe et Lagrangien augmenté

On se place maintenant dans le cas ou la fonction J est simplement
conveze. On dispose encore d’un algorithme de résolution du probléme (4.1)
et du théoreme de convergence associé pourvu que l’on fasse appel au Lagran-
gien augmenté plutot qu’au Lagrangien ordinaire. Le Lagrangien augmenté a
été présenté au §A.3. Pour le probleme (4.1), il s’écrit :

Le(u,p) = J(u) + C(p,O(w)) , (4.21a)
Iexpression de la fonction (. étant donnée par :
1 .
Ce(p,0) = 5 ([|projc- (p + cf) 1> = |p|”) - (4.21D)

On rappelle que la fonction (. est concave en p, convexe en 6 et qu’elle est
différentiable, I'expression de ses gradients partiels étant :

V,Gelp,6) = =+ (projc- (p-+ ) ~p) (1.210)
Vole(p,0) = projo. (p + cb) . (4.21d)

On a vu au §A.3 dans le cas déterministe un algorithme utilisant a la fois le
principe du probleme auxiliaire et le Lagrangien augmenté. La k-éme itération
de cet algorithme s’écrit :

™Y = argmin K (u) + <eVJ(u(k)) — VK (u™) ,u)

ueUad
+ (VoG (P, 0(u®)) ,0(u))
p*H = p® 4+ pv, ¢ (p®, O (D))
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et son principal avantage est que ’on peut prouver sa convergence sans qu’il
soit nécessaire de faire une hypothese de forte convexité sur la fonction J.

L’extension au cas stochastique de cet algorithme consiste a remplacer le
gradient V.J(u®) par V,j(u®,w*+1); la résolution du probleme (4.1) est
alors remplacée par la résolution de la suite de problemes auxiliaires :

Y € arg min K (u) + <e(k)Vuj(u(k)7w(k+1)) — VK (u®) ,u)
uelUad

+ e(k)<V9Cc(p(k),@(u(k))) ,O(u)) . (4.22a)
pk+D — pk) 4 e(k)vpgc(p(k)ve(u(k-i-l))) . (4.22Db)

Algorithme 4.14. (Algorithme du PPA stochastique régularisé)
1. Choisir (u(o),p(o)) € U x C*, et une suite {e(k)}keN de réels positifs.

2. A Tl'itération k, effectuer un tirage w**1) de la variable aléatoire W .
3. Calculer u**+1) solution du probleme auxiliaire (4.22a).
4. Calculer p**1) par la formule de mise & jour (4.22b).

5. Incrémenter l'indice k& de 1 et retourner a I’étape 2.

Remarque 4.15. Du point de vue algorithmique, on notera les différences sui-
vantes entre 1'utilisation du Lagrangien augmenté et celle d’un Lagrangien
ordinaire.

— Dans D'étape (4.22a) de minimisation en w, on utilise dans le dernier
produit scalaire le terme Vo(.(p®), 0(u®)) = projo. (p*) + cO(u))
plutét que le terme p(¥) : ceci correspond & une sorte d’anticipation dans
I'utilisation du multiplicateur pour le calcul de w(*+1).

— L’expression de V(. (p(k),@(u(k"’l))) permet d’interpréter la remise &
jour de p®*t1) comme la succession des deux opérations suivantes :

projection : p*+2) = Proj e (p(k) + c@(u(k+1))) ) (4.23a)
relaxation : p* ) = (1 — (e /c))p*) + (e(k)/c)p(’”%) . (4.23b)
On en déduit qu'initialiser Palgorithme avec un p(®) € C* conduit & des

multiplicateurs p*) € C* pourvu que le céne C soit convexe (et que les
pas %) restent plus petits que le coefficient c).

Pour étudier cet algorithme, on le formule en termes de variables aléatoires.
On considere donc un échantillon {W*) 1,y de taille infinie de la variable
aléatoire W | et les étapes 3 et 4 de 'algorithme 4.14 prennent la forme :

min K (u) + (¢MV,j([0®, WD) - K@ ®) )

ueUad
+ e (proje. (PW + cOU™M)) . 0(u)) . (4.24a)
pl+1) — plk) _,rE(k)vp<c<P(k)7@(U(k+l))) . (4.24Db)
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La minimisation dans (4.24a) et les projections dans (4.24a) et (4.24b) sont
effectuées w par w. Le résultat de la minimisation (4.24a) dépend de w et est
noté UK+ Le théoreéme suivant précise les conditions de convergence de
I’algorithme 4.14.

Théoréme 4.16.
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées.

1. U™ est une partie conveze fermée non vide d’un Uespace de Hilbert U, et
C est un cone conveze fermé saillant d’un autre espace de Hilbert V.

2. La fonction j : Ux W — R est une intégrande normale, et l’espérance de
j(u, W) eziste pour tout u € U4,

3. Pour tout w € W, la fonction j(-,w) : U — R est propre, convexe, semi-
continue inférieurement, et est différentiable sur un sous-ensemble ouvert
contenant U, et son gradient partiel par rapport a u est noté Vj(u, w).

4. La fonction j(-,w) est a gradient linéairement borné (GLB), uniformément
enw :

Jer >0, Jep >0, Vw €W, Yu € UM | [|[Voj(u, w)| < 1 |Jul +co .

. La fonction J est Lipschitzienne, coercive sur I’ensemble U1,
. La fonction © est C-convexe, Lipschitzienne de rapport Le.

. Les contraintes sont qualifiées.

X NS O

. La fonction K est propre, fortement convexe de module b, semi-continue
inférieurement, et est différentiable sur un sous-ensemble ouvert conte-
nant U4,

9. La suite {e(k)}keN est une o-suite.

On a alors les conclusions suivantes.
1. Le probléme (4.1) admet un ensemble de points selle U* x P¥ non vide.
2. Le probléme (4.24a) admet une solution U*+V) unique.

3. Les suites {U(k)}keN et {P(k)}keN engendrées par l’algorithme 4.14 sont
bornées presque sturement, et tout point d’accumulation d’une réalisation
de la suite {U(k) }keN appartient o U, ensemble des solutions du probléme.

Preuve. Pour alléger les écritures, on utilise les notations :

g =V, (u(k)’w(kﬂ)) ’
¢™ = projg. (p(k) + c@(u(k))) ,
pkta) = Proj e (p(k) + c@(u(k“))) .
La démonstration suivant le méme schéma que celle des théoremes 4.8 et

4.11 et contenant des points tres semblables & ceux des démonstrations de
ces théoremes, on détaillera surtout les différences qui apparaissent dans le
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cadre de cette variante. Le fait que u(*+1) soit solution du probleme (4.22a)
est caractérisé par le fait que, pour tout u € Ua9,
<VK(u(k+1)) _ VK(u(k)) + Rl gk) 4 — u(k+1)>
+ ™ g™ [ O(u) —O(u*))y > 0. (4.25)

1. Choix de la fonction de Lyapunov. Soit (u*,p*) € U* x P* un point
selle du probléme (4.1). On choisit la fonction de Lyapunov A de la forme :

1
Au,p) = K (uf) = K(u) = (VK () ,u* —u) + S |lp = #]"
et 'on note :
w(k) — A(u(k),p(k)) )

On déduit de la forte convexité de K et de la définition de A les deux
relations :

[ —f[* < = o, (4.262)

Ip® =" < 20, (4.26D)

ce qui prouve que A est bornée inférieurement et coercive.
2. Majorations.

Le fait que la projection soit contractante, le caractere Lipschitz de O et
les inégalités (4.26) permettent d’écrire :

lg™ | = [proje- (o + cO™))]|
< Ip® + co@®) — (p* + cowh))]| + ||p* + cOu?)||
< [lp 2]+ e [u®) ] + [+ O

d’ou I'existence de coefficients a; et as tels que

Hq(k)H < ay + as\/YP*) | (4.27)

a. Pour la variation ||u(k+1) —uk) ||, un raisonnement identique a celui fait
dans la démonstration du théoreme 4.8 associé & la majoration (4.27)
montre que :

[u®*D —u® || < e®) (a3 /™ + ay) . (4.28)

b. Dans la mesure ott p¥ € C* et donc que p*) € C* pour tout indice ,
comme la projection est contractante et @ lipschitzienne, on a :

||p(k+%) — p®) || — ||Pr0j0* (p(k) + c(a(u(’““))) —p® ||
< cL@Hu(k'H) - uuH + cH@(uu)H .
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De (4.26a), on conclut a I'existence de coefficients by et by tels que ®

[P+ = pO| < by + by /D (129)
La relation (4.23) définissant p(*+1) g’écrit sous la forme :

(k)
€
p(k+1) _p(k) =

- (pF+2) — p®) . (4.30)

De la majoration (4.29), on déduit Pexistence de coefficients bz et by

tels que :
Hp(k—s-l) _p(k)H < (bs + b4\/m) . (4.31)

Enfin, utilisant que la projection est contractante et que ’application ©
est lipschitzienne, on a :

||p<k+%) —¢®|| < cLo|ju®+D) —u®

K

et donc, par (4.28), l'existence de coefficients b5 et bg tels que

[p®+2) — ¢®)|| < €® (bs + b6 /@) . (4.32)
c. La variation ¢p*+1) — ¢p(®) 9écrit

YD _p®) — g (o F)) — K (w1 — <VK(u(k)) ,ulk) — u(k+1)>
T,
+ <VK(u(k)) — VK (uF D) f — u(k+1)>
Ty

1 2 1 2
Zlp(k+1) |12 Z]p(R) b
+5lp P = S ="

T3

e Le noyau K étant convexe, le terme 77 est négatif ou nul.
e Par la condition d’optimalité (4.25) évalué en u = u*, on obtient :

Ty < e®) <g(k) Jut — u(k+1)> + 6(1€)<q(k) ,O(uf) — @(u(k+1))> .
Comme (, est convexe en 6, et que ¢¥) = Vy(, (p(k), Q(U(’“))), ona:
(@™, 0(w) — ™)) < ¢.(1*. 6(u) — ¢(r*, 6u™)) .

Par des calculs élémentaires, on montre alors que :

8. Un calcul analogue permettrait, dans le cas ou p(k> ¢ C*, d’obtenir I'existence
de coefficients b1, b2 et bs tels que ||p(k+%) —p(k)H < by + ba/PE) + bz ep(k+D),
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Ty < e®(g® uf —u®)
+eW (G (W, 00h) = ¢ (p™, ™))
+ eOu™D —u®| (|9 + Lellg™]]) -

T2 1

Utilisant (4.28), 'hypotheése GLB et les relations (4.26a) et (4.27), on
obtient I'existence de constantes c; et co telles que :

Ty, < (E(k))2(61 +02¢(k)) .

e Le terme T3 s’écrit :

T, = %<p<k+1) _p) | pD) ) gy
. %Hp(kﬂ) PB4 (pEED ) p) iy

Utilisant la relation (4.30) et par des calculs élémentaires, on déduit :

1
Ty = 272(€<k))2||p<k+%) fp<k)||2
(k)
+ S (g® —p® pk) _ it
C
+ £<p<k+%> — g™ p) —pty
C

Le gradient partiel Vpgc(p(k),@(u(k))) étant égal a (q(k) fp(k))/c,
on déduit de la concavité en p de (. que :
1
(@ =p™p™ = pF) < (™, 0™) = C(F, O(u™)) .

On obtient finalement :

1
7(6(k))2”p(k+%) _p(k)H?

+ 2c2

Ts5,1

G(k) 1
+ [ =@l =l -
C

T5,2

Utilisant les relations (4.29), (4.32) et (4.26b), on en déduit I'existence
de coefficients c3, ¢4 et c5 tels que :

Tyn+ T < () (s + cap® + 5 *F)
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Regroupant les majorations des termes 77, To et T3 et des sous-
termes T, et T3 1 + 132, on obtient :

YD k) < ) (k) yf — gk
+ ¢ (0uh), pP) — ¢.(0(uM),p))
+ (E(k))2(06 + crp®) 4 cgypRTDY |

d’oli, par convexité de la fonction J, par définition du Lagrangien aug-
menté et prenant I’espérance conditionnelle par rapport a la tribu en-
gendrée par (W) ... W) .

E(g,(k-H) | ff(k)) — k) < (k) (Lc(uu,P(k)) _ LC(U(k)7pu))
+ (€2 (cg + 7 @™ 4 E(wHD | FR))) | (4.33)

3. Analyse de convergence. Par le corollaire 3.6 du théoréeme de Robbins-
Siegmund, on en déduit que la suite {@*)} <y Converge presque strement
vers une variable aléatoire bornée, et que la série de terme général
k) (Lc(uﬁ,P(k)) — LC(U(k),pﬁ)) est convergente. De la double inégalité
du point selle :

Lo(uf, P < Lo(u*, p*) < L (U® pf)

on en déduit qu’il en est de méme des deux séries de terme général
) (Le(uf, p*) — Le(uf, P(k))) et (k) (LC(U(k),pﬁ) — Lo(u?, p)).

4. Limites des suites. Les majorations (4.28) et (4.31) permettent 'utili-
sation du lemme 3.7 sur les deux séries dont on a montré la convergence
au point 3 ci-dessus. Les suites {LC(U(’“),pﬁ)}keN et {LC(uﬁ,P(k))}keN
convergent donc toutes les deux vers L. (uf, p*). Des majorations (4.26),
on déduit que les suites {U(’“)}keN et {P(’“)}kEN sont bornées presque
stirement. Gréace aux propriétés de continuité du Lagrangien L., on obtient
que tout point d’accumulation d’une réalisation de la suite {U(k)} kEN
est solution du probléme (4.1), et que tout point d’accumulation d’une
réalisation de la suite {P(k)} pen €St un multiplicateur optimal du La-
grangien.

4.7 Conclusions

On a montré dans ce chapitre comment utiliser la méthode du gradient
stochastique généralisé au cas des problemes d’optimisation soumis a des
contraintes déterministes, et on a illustré le fait que cette utilisation était une
généralisation de l'algorithme de Arrow-Hurwicz et non de celui d’Uzawa. Ce-
pendant, le fait de pouvoir traiter des problémes d’optimisation stochastique
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sous contraintes déterministes ne couvre pas I’ensemble des cas que ’on peut
rencontrer en pratique.

En fait, on peut distinguer au moins les trois types de contraintes sui-
vantes :

1. les contraintes presque stres :
O(u,W)e —-C P-ps.,
2. les contraintes en probabilité :
P(O(u,W) e -C)>r.
3. les contraintes en espérance :
E(G(u,W)) e —-C.

Les contraintes presque sures sont en général trop restrictives pour pouvoir
étre prises en compte dans le cadre de la boucle ouverte, car elles reviennent
a écrire une contrainte pour chaque w € (2. Quant aux contraintes en pro-
babilité, leur traitement direct entraine de grande difficultés mathématiques
(perte de convexité, voir de connexité de l'ensemble admissible). Enfin, le cas
des contraintes en espérance n’est pas fréquent en pratique, car il est souvent
difficile de donner un sens a la satisfaction d’un besoin en espérance.

Cependant, I'extension des algorithmes vus dans ce chapitre au cas des
contraintes en espérance parait relativement abordable : dans I’esprit du gra-
dient stochastique, il semblerait raisonnable de profiter des itérations de gra-
dient pour reconstituer ’espérance du gradient du critere et l'espérance de
la contrainte. De plus, le fait de pouvoir écrire une contrainte en probabilité
comme une contrainte en espérance :

P(O(u, W) € =C) = E(Ligu,w)e—c}) » (4.34)

oll 1 dénote la fonction indicatrice d’ensemble?, fait que I’on peut espérer
s’attaquer numériquement aux problémes sous contraintes en probabilité par
le biais des contraintes en espérance. Il faudra alors, pour surmonter les diffi-
cultés liées a la non convexité engendrée par la fonction indicatrice présente
dans (4.34), utiliser un Lagrangien augmenté sur une contrainte en espérance,
et donc savoir appliquer le gradient stochastique a des fonctions non linéaires
de l'espérance. Ce point sera abordé dans le §5.

9. La fonction indicatrice d’un sous-ensemble mesurable A de {2 est définie par :

1 siwe A

0 sinon ’

1a(w) = {

et donc P(A) =E(14).



	Le PPA stochastique sous contraintes explicites
	Rappels du cas déterministe
	Extension stochastique de l'algorithme d'Uzawa ?
	Extension stochastique de l'algorithme issu du PPA
	Théorème de convergence
	Cas fortement convexe : utilisation de grands pas
	Cas simplement convexe et Lagrangien augmenté
	Conclusions


